Végtelen sorok J

Nagy Noémi



Definicidé

Definicié: Legyen (ak)ken adott sorozat, ekkor a

“+00

Zak:31+32+33+--.
k=1

kifejezést végtelen sornak, vagy numerikus sornak nevezziik.
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Definicidé

Definicié: Legyen (ak)ken adott sorozat, ekkor a

“+00

Zak:31+32+33+--.
k=1

kifejezést végtelen sornak, vagy numerikus sornak nevezziik.

Rovid jelolés a végtelen Gsszegre: > ay.
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Definicié

Definicié: Legyen (ak)ken adott sorozat, ekkor a

“+00

Zak:31+32+33+--.

k=1
kifejezést végtelen sornak, vagy numerikus sornak nevezziik.
Rovid jelolés a végtelen Gsszegre: > ay.

Megjegyzés: Ha (ax)ken,. akkor a szamsorozatbdl képzett sor:

+o0

Zak:ao+al+ag+...
k=0
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Definiciék
Definicio: A 3712 ay sor részletdsszegein az

n
Sn ::al+ag—|—a3+...+an:Zak, (n=12,...)
k=1

szamokat értjiik. Az (s,)nev sorozat a végtelen sor részletosszeg
sorozata.



Definiciék
Definicio: A 3712 ay sor részletdsszegein az

Sn ::al+ag—|—a3+...+an:Zak, (n=12,...)

szamokat értjiik. Az (s,)nev sorozat a végtelen sor részletosszeg
sorozata.

Definicio: Ha a részletdsszegekbdl képzett (s,) sorozat konvergens és
hatarértéke: A € R, azaz lim,_, 4 Sp, = A, akkor azt mondjuk, hogy a
Zk ak vegtelen sor konvergens, és az dsszege: A. Ezt ugy jeldljiik, hogy

+oo



Definiciék
Definicio: A 3712 ay sor részletdsszegein az

n
Sn ::al+ag+a3+...+an22ak, (n=12,...)
k=1

szamokat értjik. Az (s,)new sorozat a végtelen sor részletdsszeg
sorozata.
Definicio: Ha a részletdsszegekbdl képzett (s,) sorozat konvergens és
hatarértéke: A € R, azaz lim,_, 4 Sp, = A, akkor azt mondjuk, hogy a
Z%:i ay végtelen sor konvergens, és az osszege: A. Ezt agy jeldljik, hogy
k=1 9k = A.
Definicié: Ha a részletosszegekbdl képzett (s,) sorozat divergens (azaz nem
konvergens), akkor azt mondjuk, hogy a Z;f;"i ak végtelen sor divergens.
Ennek specialis esete, ha lim,_, o sSp = +00 (illetve —o0), akkor azt
mondjuk, hogy a S°}> ax végtelen sor dsszege +oo (illetve —o0). Ezt agy
jelsljiik, hogy 7129 ax = +o0 (illetve —c0).



Végtelen sor konvergenciaja

Definicidk

A részletosszegek (s,) sorozatanak viselkedése szerint az alabbi esetek
lehetségesek:

A€ R (konvergens)

= : . +oo  (divergens)

E ag= lim s,= lim (a1+...+a,) = B di i

p n—4o00 n—4o00 oo (divergens)
3 (divergens)
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Végtelen sor konvergenciaja

Definicidk

A részletosszegek (s,) sorozatanak viselkedése szerint az alabbi esetek
lehetségesek:

A€ R (konvergens)

= : . +oo  (divergens)

E ag= lim s,= lim (a1+...+a,) = Qi )

p n—4o00 n—-+o00 —oo  (divergens)
3 (divergens)

Megjegyzés: Ha a sorban véges sok tagot elhagyunk vagy megvaltoztatunk,
akkor a konvergencia ténye nem valtozik: konvergens sorbdl konvergens
sort, divergens sorbdl divergens sort kapunk. A sordsszeg értéke
természetesen megvaltozik.



Példak

Pelda1: Y/ 1=1+1+1+.

Ekkor
S, = Z 1=1 + .+1=n
ndarab
Igy lim,—s 4o Sp = limp_y 400 N = +00, azaz Zki‘i 1= +o0.



Végtelen sor konvergenciaja

Peéeldak
Pelda1: Y/ 1=1+1+1+.
Ekkor
S, = Z 1=1 + .+1=n
ndarab
Igy lim,—s 4o Sp = limp_y 400 N = +00, azaz Zk;'ol 1= +o0.

Pelda 2: S/ (—1)F 1 =14+ (1) + 14+ (=1) +... =7
Ekkor az (s,) részletdsszeg sorozat két specialis részsorozatat tekintve:

sop= 1—-14+...41—-1 =0, igy lim s,= Ilim 0=0,
n—+00 n—+00
n darab 1l-es és n darab (—1)-es

Sopp1= 1—14...4+41—-1+1 =1 igy Ilim s, = Ilm 1=1,

n—-o00 n—-+o00

n+ 1 darab 1l-es és n darab (—1)-es

ami azt jelenti, hogy nem létezik az (s,) sorozatnak hatarértéke, azaz
125 (—1)k*1 divergens.
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Végtelen sor konvergenciaja

Konvergencia sziikséges feltétele

Tétel (Trivialis kritérium)

Ha S"72] ax sor konvergens, akkor limy_,  ax = 0.




Végtelen sor konvergenciaja

Konvergencia sziikséges feltétele

Tétel (Trivialis kritérium)

Ha Ztg ax sor konvergens, akkor limy_, . ax = 0.

.

Bizonyitas.

Legyen a sor Osszege A € R, azaz limy_, 1 sk = A. Mivel

ak:(al—i—...—{—ak)—(al+...+ak_1):sk—sk_l,

Sk Sk—1

ezért limy_ 400 ak = limg 100 Sk — liMg 100 5k—1 = A— A=0. |

\.




Végtelen sor konvergenciaja

Konvergencia sziikséges feltétele

Tétel (Trivialis kritérium)

Ha Ztg ax sor konvergens, akkor limy_, . ax = 0.

Bizonyitas.

Legyen a sor Osszege A € R, azaz limy_, 1 sk = A. Mivel

ak:(al—i—...—{—ak)—(al+...+ak_1):sk—sk_l,

Sk Sk—1

ezért limy_ 400 ak = limg 100 Sk — liMg 100 5k—1 = A— A=0.

Kovetkezmény

Ha limy_ 40 ax # 0, akkor a >/ ay sor divergens.

A




Végtelen sor konvergenciaja

Konvergencia sziikséges feltétele

Tétel (Trivialis kritérium)

Ha Ztg ax sor konvergens, akkor limy_, . ax = 0.

Bizonyitas.

Legyen a sor Osszege A € R, azaz limy_, 1 sk = A. Mivel

ak:(al—i—...—{—ak)—(al+...+ak_1):sk—sk_l,

Sk Sk—1

ezért limy_ 400 ak = limg 100 Sk — liMg 100 5k—1 = A— A=0.

Kovetkezmény

Ha limy_ 40 ax # 0, akkor a >/ ay sor divergens.

Pelda: A 3712 vk sor divergens, hiszen vk — 1 # 0.

A




Végtelen sor konvergenciaja

Miiveletek sorokkal

Ha S5 ax és 3025 by konvergens sorok, tovabba > /25 ax = A és
S°i2 bk = B, akkor
o 315 (ak + bk) is konvergens és 3" % (ax + bx) = A+ B,

o 3 7%(ak — b) is konvergens és Y/ %5 (ak — by) = A— B, és

o 312 cay is konvergens és 35 cay = cA, ahol ¢ € R tetszéleges.




Végtelen sor konvergenciaja

Miiveletek sorokkal

Ha S5 ax és 3025 by konvergens sorok, tovabba > /25 ax = A és
S°i2 bk = B, akkor
o 315 (ak + bk) is konvergens és 3" % (ax + bx) = A+ B,

o 3 7%(ak — b) is konvergens és Y/ %5 (ak — by) = A— B, és

o 312 cay is konvergens és 35 cay = cA, ahol ¢ € R tetszéleges.

Bizonyitas.
A hatarétéknél tanult tételek alapjan latszik. |




Hiperharmonikus sorok

Hiperharmonikus sor

Legyen o € R rogzitett valés szam. Ekkor a

+<>01

> = 1+i+i+
ke — 3
k=1

an. hiperharmonikus sor
e divergens, ha o < 1 és az dsszege: Z::; k%, = 400,

o konvergens, ha o > 1.
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Hiperharmonikus sorok

Hiperharmonikus sor

Legyen o € R régzitett valés szam. Ekkor a

=21 1

1
ZM11+—+@+
k=1

an. hiperharmonikus sor
e divergens, ha o < 1 és az dsszege: Z::; k% = +oo,

o konvergens, ha o > 1.

Példa 1: A harmonikus sor /% + =1+ 3 +3+. divergens.

Példa 2: A szuperharmonikus sor /%% & = 1 + %+ 5 +... konvergens.



Geometriai sorok avagy mértani sorok

Geometriai sor

Definicié: Legyen g € R rogzitett valés szam. Ekkor a

“+o0

qu:1+q+q2—|—...
k=0

végtelen sort geometriai sornak, vagy mértani sornak nevezziik.



Geometriai sorok avagy mértani sorok

Geometriai sor

Definicié: Legyen g € R rogzitett valés szam. Ekkor a

“+o0

qu:1+q+q2—|—...
k=0

végtelen sort geometriai sornak, vagy mértani sornak nevezziik.
Megjegyzés: Indulhat k = 0 helyett kK = 1-t6l, k = 2-t6l is, stb.



Geometriai sorok avagy mértani sorok

Geometriai sor konvergenciaja

A geometriai sor konvergenciajat vizsgalva az alabbi esetek lehetségesek:

o0 ﬁ, ha |q| <1
quzl—l—q—i—qz—i—...: 400, hag>1
k=0 B, hag<-1




Geometriai sorok avagy mértani sorok

Geometriai sor konvergenciaja

A geometriai sor konvergenciajat vizsgalva az alabbi esetek lehetségesek:

1

+o0 T4 halgl<1
qu:1+q+q2—i—...: 400, hag>1
k=0 ﬂa ha q < -1
v
Bizonyitas.
A |g| < 1 esetet bizonyitjuk:
1—4q" 1
i = lim (1 24 +g" Y= i
nﬂTooSn nﬂToo( i L ) nﬂr—poo 1—gq 1-gq’

N
az els6 n darab tag Osszege

mert ¢” — 0, ha |q| < 1.
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Geometriai sorok avagy mértani sorok

Geometriai sor konvergenciaja

Ha |q| < 1, akkor
+00 q
D d =al+q+a+..) ="
—q
k=1
és
G
Z q mM1l4+qg+q’+..)= .
1—gq
llletve, ha |q| > 1, akkor a fenti sorok divergensek.
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Geometriai sorok avagy mértani sorok

Példak

Péelda 1: S°F29 (%)k =1

12/13
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Geometriai sorok avagy mértani sorok

Példak

. 0o (61K
Pelda 1: 3729 (9)" = 1712 =7,

i<t

12/13
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Geometriai sorok avagy mértani sorok
Peéldak

Példa 1: Z;{i‘a(%)k: L =7 mertg=2¢és |% <L

Pelda 2: 375 (-
-3l <1

Pelda 3: 30,25 0,25 = 225 = 0,0004, mert g = 0,2 é [0,2] < 1.



Geometriai sorok avagy mértani sorok
Peéldak

Példa 1: Z;{i‘é(g)k: L =7 mertg=2¢és |% <L

. k -3 - .
Pelda 2: S/ (-1 =—2- ="t =—1-2=-L mertg=—1¢s
2

i<

Péelda 3: Y% 0,2k = m—00004 mert ¢ = 0,2 és |0,2| < 1.

Példa 4: 9+%—%+---=?
Vegyuk eszre hogy
L _ + 1\k _ -3 1

q:—ges‘—%‘<1.
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Geometriai sorok avagy mértani sorok
Peéldak

Példa 5: S0 (%)k =400, mert = £ és g > 1.



Geometriai sorok avagy mértani sorok

Peéldak
Példa 5: S0 (%)k =400, mert = £ és g > 1.
Példa 6: er:cx()) ( — %)k divergens és nincs Gsszege, mert g = — 12 és

10
g<-1.

—— = Vegtalen sorok 13/13



Peéeldak
) K
Példa 5: 370 (L) = +o0o, mert =L és g > 1.

Példa 6: Y725 (— 10) divergens és nincs dsszege, mert g = — 22 és
g< -1

7.1 7. 49 _ 343

3 1-4 — 225 — gor Mert g =gzg €s
49

Péelda 7: >/ 5 (2 )2k t= (%)_1 PPl ((%)2 =3 Pl (%)k =
4]



Geometriai sorok avagy mértani sorok
Peéldak

Példa 5: S0

Példa 6: er:cx()) ( 10) divergens és nincs Osszege, mert g = —

g< -1
2k—1

Pelda 7: 3125 (2) =(3)" 38

7 1 7 49 _ 343 4» 4

§'1_%—§'E_90'mertq_fe 79

Pelda 8: /29 =3 —yfoe L 3. yee

T 10k k=1 10k

(%)k——i—oo mert g =L és q > 1.

()" -

5~ (—3)=—8, ugyanis |[§| < les || <1

Nagy Noémi

Végtelen sorok

1
10
1—L

1

75
10 és
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Geometriai sorok avagy mértani sorok
Peéldak

Példa 5: S0 (%)k =400, mert = £ és g > 1.

Példa 6: er:cx()) ( 10) divergens és nincs Gsszege, mert g = — 42

g<-L
k
2\2k=1 _ 2 00 22 4/<
Pelda 7: 342 (2) : k:(<7) = I (%) =
7 1 _ 7 49 343 4 4
218 T2 ?—Wmertq—r 79

+oo 1-—3k+1 +oo 1
Pe|da 8 Z ok = k=1 10K — 3 .

é—(—%):——“ ugyanis‘l—lo‘<1és|13—0‘<1
Pe|d39 Z+0025::6k72k_:23 k— 2( ) + 3 Z

mert ‘49} >1,igy 0% (%) = +00.

Nagy Noémi Végtelen sorok

(%) divergens lesz,

3_
10
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